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บทคัดย่อ
งานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้นำเสนอวิธีการที่มีประสิทธิภาพในการหาผลเฉลยเเบบพิเศษ (Special solution) ของ

สมการเชิงอนุพันธ์แบบไม่เชิงเส้น (Nonlinear differential equation) ที่มีสัมประสิทธิ์เป็นตัวแปร โดยการนำสมการ
แบร์นูลลี (Bernoulli equation) มาประยุกต์เพื่อช่วยหาผลเฉลยแบบพิเศษของสมการที่ศึกษา
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บทนำ
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์

n∑
k=1

an−k(x)
dky

dxk
+ an(x)y + b(x)ym = 0 (1)

เมื่อ ai(x), i = 1, 2, ..., n และ b(x) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง และ m เป็นค่าคงที่ โดยที่ m ̸= 0, 1 เพื่อที่จะหาผลเฉลย
แบบพิเศษของสมการ (1) ซึ่งสอดคล้องกับผลเฉลยสมการเเบร์นูลลี (Koulouglioti, Cole, & Kitzman, 2009)

dy

dx
= a(x)yα + c(x)y (2)

เมื่อ a(x) และ c(x) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่จะต้องหาค่า และ α ̸= 0, 1 แทนสมการ (2) ลงในสมการ (1) และจัดรูป
สมการในตัวแปร y ยกกำลังเดียวกัน แล้วจัดให้ค่าสัมประสิทธิ์เท่ากับศูนย์เพื่อดำเนินหาค่าของฟังก์ชัน a(x) และ c(x)

วิธีการ
งานวิจัยนี้สนใจที่จะหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์แบบไม่เชิงเส้นที่มีสัมประสิทธิ์เป็นตัวแปร

จากสมการ (1) แทน n = 2 จะได้

a0(x)
d2y

dx2
+ a1(x)

dy

dx
+ a2(x)y + b(x)ym = 0 (3)

แทนสมการ (2) ลงใน สมการ (3) จะได้

αa0(x)a
2(x)y2α−1 + (a0(x)(a

′(x) + (α+ 1)a(x)c(x)) + a1(x)a(x))y
α

+(a0(x)(c
′(x) + c2(x)) + a1(x)c(x) + a2(x))y + b(x)ym

= 0

แทน 2α− 1 = m และจัดให้สัมประสิทธิ์ของ ym, ym+1
2 และ y เท่ากับศูนย์จะได้

m+1
2 a0(x)a

2(x) + b(x) = 0,

a0(x)(a
′(x) + m+3

2 a(x)c(x)) + a1(x)a(x) = 0,

a0(x)(c
′(x) + c2(x)) + a1(x)c(x) + a2(x) = 0

(4)
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ตามลำดับ กล่าวคือถ้าฟังก์ชัน a(x) และ c(x) สอดคล้องกับสมการ (4) แล้วสมการ (3) จะมีผลเฉลยแบบพิเศษซึ่ง
สอดคล้องกับสมการเเบร์นูลลีต่อไปนี้ (พัฒนี อุดมกะวานิช, 2560)

dy

dx
= a(x)y

m+1
2 + c(x)y

ผลที่ได้รับ
งานวิจัยนี้นำสมการแบร์นูลลีมาประยุกต์เพื่อช่วยหาผลเฉลยแบบพิเศษของสมการเชิงอนุพันธ์แบบไม่เชิงเส้น

โดยเเสดงเป็นตัวอย่างทั้งหมด 3 ตัวอย่าง ได้แก่

1. สมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้นอันดับสอง

y′′ − (m+ 5)x+ 2

2(x+ 1)x
y′ +

(m+ 5)x+ 2

2(x+ 1)2x
y − m+ 1

2
x2ym = 0

มีผลเฉลย คือ y
1−m

2 =
1−m

m+ 3
(x+1)2− (1−m)

m+ 1
(x+1)+

1−m

2
(x+1)

1−m
2 c, m ̸= ±1,m ≠ ±3

2. สมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้นอันดับสาม

y′′′ − (m+ 3)x+ 2

x2
y′′ +

(
(m+ 8)((m+ 3)x+ 2)

3x3
− (m+ 2)(m+ 5)

9x2

)
= 0

−
(
(m+ 8)((m+ 3)x+ 2)

3x4
− (m+ 2)(m+ 5)

9x3

)
y − (2m+ 1)(m+ 2)

9
x3ym

ซึ่งจะได้สมการแบร์นูลลีที่สอดคล้องกับสมการนี้ คือ dx

dy
− (mx+ 2)

(m+ 2)x2
y = xy

m+2
3 สามารถนำไปหาผลเฉลย

ต่อไป (Boyce, 2005)

3. Korteveg-deVries-Burgers equation

ut − βuδux + γuxxx = κuxxx (5)

มีผลเฉลย คือ u(x, t) =

(
c1exp

(
− κδ

γ(δ + 4)

(
x+

2κ2(δ + 2)t

γ(δ + 4)2

))
± δ + 4

κ

√
βγ

2(δ + 1)(δ + 2)

)−2/δ
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